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 المستخلص

اشرماق غش٠مح اٌٙذف اٌشئ١غٟ ِٓ ٘زا اٌثؽس ٘ٛ 

ػٕذِا ذىْٛ  اٌرىاِلاخ اٌصٕائ١ح اٌثؼذ ػذد٠ا ٌؽغاب 

ِىاِلاذٙا ِؼرٍح اٌّشرماخ اٌعضئ١ح  أٚ ِؼرٍح فٟ ٔمطح 

ٚاؼذج اٚ اوصش ِٓ ِٕطمح اٌرىاًِ تاعرخذاَ لاػذج إٌمطح 

(   ٚاٌخاسظٟ   اٌٛعطٝ ػٍٝ اٌثؼذ٠ٓ )اٌذاخٍٟ 
ٚو١ف١ح ا٠عاد ؼذٚد اٌرصؽ١ػ ٌٙا )ص١غح اٌخطأ( ِغ 

 [5],[1]ذؽغ١ٓ إٌرائط تاعرخذاَ ذؼع١ً سِٚثشن 

تالاػرّاد ػٍٝ  ؼذٚد اٌرصؽ١ػ اٌرٟ ٚظذٔا٘ا ػٕذِا 

اٌرٟ ذعضأ ا١ٌٙا فرشج  (n)د اٌفرشاخ اٌعضئ١ح اػذاذىْٛ 

ؼذد اٌفرشاخ  ٌ غ١ش ِغا٠ٚح  اٌرىاًِ ػٍٝ اٌثؼذ اٌذاخٍٟ 

 , أٞ اْ  ػٍٝ اٌثؼذ اٌخاسظٟ  (m) اٌعضئ١ح
1 2( )h h

ذؼٕٟ اٌّغافاخ ت١ٓ الاؼذاش١اخ اٌغ١ٕ١ح ٚ    ؼ١س اْ 

ٟ٘ اٌّغافاخ ت١ٓ الاؼذاش١اخ اٌصاد٠ح ٚعٛف ٔشِض    

  ١ٙاار ٠ّىٓ الاػرّاد ػٍ   (    ٌٙزٖ اٌطش٠مح تاٌشِض)

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

اِلاخ اٌصٕائ١ح ؼ١س اػطد دلح ػا١ٌح فٟ فٟ ؼغاب اٌرى

)ٚ عٕأخز ؼاٌح خاصح إٌرائط تفرشاخ ظضئ١ح ل١ٍٍح ٔغث١ا 

2nػٕذِا  m ْ1( ٚ ٘زا ٠ؼٕٟ ا 2

1
( )

2
h h   ٌٕٓرّى

ِٓ ذطث١ك ذؼع١ً سِٚثشن ػٍٝ اٌرىاِلاخ اٌرٟ ٔطشؼٙا 

 .) ٔذسعٙا (

Abstract 

The main aim of this search is to derive 

method  to find the values of the double 

integrals numerically its integrands have 

singularity at  partial derivatives or the 

integrands are singular in one point or 

more of region of the integrals by using 

midpoint rule on the two dimensions 

(interior   and exterior  ) and how to find 

the general form of the errors (correction 

terms) with improve the result by using 

Romberg  acceleration[1],[5]by depending 

on  the correction terms that we found it 

when the number of subintervals (n) that 

divided integral interval on the interior 

dimension     not equal to the number of 

subintervals (m) on the exterior dimension 

   , that is mean 
1 2( )h h  when      means 

the distances between the ordinates on the 

    axis and    is the distances between the 

ordinates on the   axis and we denote to 

this method by        and we can depend 
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on it to calculate the double integrals 

because it gave high accuracy in results by 

few subintervals (we will take particular 

case when 2n m , that is mean 1 2

1
( )

2
h h  

to able us to use Romberg acceleration on 

the integrals that we study it ) . 

ذؼع١ً سِٚثشن ,إٌمطح اٌٛعطٝ الكلماخ المفتاحيح   

 , اٌرىاًِ اٌصٕائٟ 

Romberg acceleration ,   Key words

Midpoint , Double integral 

 المقذمح -1

٠ر١ّض ِٛظٛع اٌرؽ١ًٍ اٌؼذدٞ فٟ اترىاس غشائك 

١ح ِؼ١ٕح اذِرٕٛػح لإ٠عاد ؼٍٛي ذمش٠ث١ح ٌّغائً س٠اظ

٘زٖ اٌطشائك ػٍٝ وً ِٓ تأعٍٛب فؼاي. ذؼرّذ وفاءج 

.  فاٌرؽ١ًٍ اٌؼذدٞ ذٕعضاٌذلح ٚاٌغٌٙٛح اٌرٟ ٠ّىٓ تٙا أْ 

اٌؽذ٠س ٘ٛ اٌٛاظٙح اٌؼذد٠ح ٌٍّعاي اٌٛاعغ ٌٍرؽ١ًٍ 

 اٌرطث١مٟ.

ذّصً دساعح اٌخطأ ِشوض٠ح فٟ اٌرؽ١ًٍ اٌؼذدٞ لأْ ٚ

إٌرائط اٌرٟ ٔؽصً ػ١ٍٙا ِٓ ذطث١ك ِؼظُ اٌطشائك 

اٌؽم١مٟ اٌّطٍٛب إ٠عادٖ اٌؼذد٠ح ِاٟ٘ إلا ذمش٠ة ٌٍؽً 

ِٚٓ اٌُّٙ ِؼشفح اٌخطأ إٌاذط ٚو١ف١ح ذمذ٠شٖ ػثش 

ٰٜ اٌذاسع١ٓ  ِعّٛػح ؼغاتاخ.   ِٚٓ اٌّؼشٚف ٌذ

اٌؽٍٛي اٌؼذد٠ح ٌٍرىاِلاخ  ْ  أ  ٌّٛظٛع اٌرؽ١ًٍ اٌؼذدٞ 

زا اٌّٛظٛع اذشىً ظضء   ٰ٘ ّْ ٘زٖ الأ١ّ٘ح  , ِّٙا  ِٓ  إرْ إ

ح اٌرٟ ٠ّاسعٙا ذىْٛ ٚاظؽح أوصش فٟ اٌرطث١ماخ اٌؼ١ٍّ

 إٌّٙذعْٛ ٚاٌف١ض٠ائ١ْٛ.

ّْ إ٠عاد اٌم١ّح اٌرمش٠ث١ح   ٔر١عح  خٌٍرىاًِ ظاء )اٌؼذد٠ح( إ

 صؼٛتاخ وص١شج ِٕٙا:

ٌرىاًِ ذؽ١ٍ١ٍا ل١ّح اإرا واْ ِٓ اٌّؽاي إ٠عاد   .1

Analytically) ). 

ػٕذِا ذىْٛ ػ١ٍّح إ٠عاد اٌم١ّح اٌّعثٛغح ٌٍرىاًِ   .2

 ّْ  ا  ىْٛ ِؼمذ٠لذ  اٌّىاًِِّىٕح ٌٚىٓ تّشمح لا

Complicated)) صِٓ  ػ١ٍّح اٌؽغاب ٚذؽراض ٰٝ إٌ

 غ٠ًٛ لإ٠عاد ل١ّح اٌرىاًِ.

لذ ذىْٛ ِغأٌرٕا ٟ٘ إ٠عاد ِغاؼح ذؽد ِٕؽٓ   .3

ّْ اٌذاٌح ِؼشّفح فٟ ٔماغ   ِؼشّف تعذٚي ل١ُ )أٞ أ

فٟ فرشج اٌرىاًِ( وّا ٟ٘  (Discrete)ِؼذٚدج 

 . اٌؽاي ػٕذ ذؽ١ًٍ ٔرائط اٌرعاسب

ل١ّح اٌرىاًِ اٌرؽ١ٍ١ٍح ذمش٠ث١ح أعاعا  لذ ذىْٛ   .4

)ِصً  لاؼرٛائٙا ػٍٝ ؼذٚد ذأخز ل١ّٙا ِٓ اٌعذاٚي

 [.     4اٌٍٛغاسذُ اٚ ِؼىٛط اٌظً(. داف١١ض  سات١ٕٛذض ]

 Doubleػ١ٍّح إ٠عاد ل١ّح ٌٍرىاًِ اٌصٕائٟ )أْ 

Integral  )  ذشىً ِغأٌح أػمذ تىص١ش ِٓ ِشىٍح

 ّْ اٌّىاًِ ٕ٘ا ٠ؼرّذ إ٠عاد ل١ّح اٌرىاًِ الأؼادٞ لا

ّْ ِغاٌح الاعرّشاس٠ح ٚالاػرلاي  ٰٝ ِرغ١ش٠ٓ ٚأ ػٍ

فٟ  اٌّىاًِ ٚالاػرلاي فٟ اٌّشرماخ اٌعضئ١ح 

ٌٍّىاًِ ذشىً صؼٛتاخ سئ١غح وث١شج وزٌه فإٕٔا 

( أٚ Regionsٔرؼاًِ ٕ٘ا ِغ ِٕاغك اٌرىاًِ )

( ١ٌٚظ ِغ فرشاخ ذىاًِ وّا Surfacesعطٛغ )

 . فٟ ؼاٌح اٌرىاًِ الأؼادٞ

ذىّٓ أ١ّ٘ح اٌرىاِلاخ اٌصٕائ١ح فٟ إ٠عاد ِغاؼح ٚ

اٌغطٛغ ٚإ٠عاد اٌّشاوض اٌّرٛعطح ٚػضَ اٌمصٛس 

اٌزاذٟ ٌٍغطٛغ اٌّغر٠ٛح ٚإ٠عاد اٌؽعُ اٌٛالغ ذؽد 

 .عطػ اٌرىاًِ اٌصٕائٟ

ٚلذ ػًّ اٌىص١ش ِٓ اٌثاؼص١ٓ فٟ ِعاي اٌرىاِلاخ اٌصٕائ١ح  

           راخ اٌّىاِلاخ اٌّغرّشج تاٌص١غح 

ػاَ  [3]٘أظ ظاس ٚ ظاوٛتغٓ ُِٕٚٙ           

اٌرىاِلاخ راخ  1984[ فٟ ػاَ 6ػاٌط ِؽّذ ].1973

ّؼرٍح فٟ اٌّشرمح أٚ اٌّؼرٍح اٌاٌّىاِلاخ اٌّغرّشج أٚ 

ٚواْ دأتٗ اٌرخٍص ِٓ الاػرلاي ػٍٝ اٌثؼذ اٌذاخٍٟ ِٓ 

اٌرىاًِ )عٛاء وأد اٌّىاِلاخ راخ اػرلاي ظزسٞ أَ 

ٟ أَ و١ٍّٙا( ٚرٌه تاعرخذاَ غشائك ِشوثح ِٕٙا ٌٛغاسذّ

سِٚثشن )واٚط( اٌرٟ اعرخذَ ف١ٙا ذؼع١ً سِٚثشن ِغ 

ٚ واٚط ػٍٝ  yإٌمطح اٌٛعطٝ ػٍٝ اٌثؼذ اٌخاسظٟ

ٚأ٠عا  واٚط )سِٚثشن( اٌرٟ  xاٌثؼذ اٌذاخٍٟ 

ٚذؼع١ً  yخاسظٟاعرخذَ ف١ٙا واٚط ػٍٝ اٌثؼذ اٌ

 xسِٚثشن ِغ إٌمطح اٌٛعطٝ ػٍٝ اٌثؼذ اٌذاخٍٟ 
 yواٚط )واٚط( ػٍٝ اٌثؼذ٠ٓ اٌخاسظٟ  وزٌهٚ

ٚوزٌه غش٠مح ِشوثح اعّا٘ا سِٚثشن  xٚاٌذاخٍٟ

[  أستغ 8لذِدْ ظ١اء ]  2009 فٟ ػاَٚ )سِٚثشن(

غشائك ِشوثح ِٓ غش٠مح ذؼع١ً سِٚثشن ِغ لاػذج 

ٰٝ ٚغش٠مح ذؼع١ً سِٚثشن ِغ لاػذج  إٌمطح اٌٛعط

)عّثغْٛ ٟ٘ )RM RS  ,( )RM RM  ,

( )RS RM  ٚ( )RS RS  , ظ١ذج ٚلذ أػطدْ ٔرائط

ٚلذ  خذِح ,ِٓ ؼ١س اٌذلح ٚػذد اٌفرشاخ اٌعضئ١ح اٌّغر

ّْ اٌطشائك الأستغ أػطدْ اٌذلح ٔفغٙا تؼذد  أشثردْ ا

اٌرٟ اٌصٕائ١ح اٌفرشاخ اٌعضئ١ح ٔفغٙا تإٌغثح ٌٍرىاِلاخ 

ِىاِلاذٙا ِغرّشج فٟ ِٕطمح اٌرىاًِ , أِا تإٌغثح 

 ٌٍرىاِلاخ اٌّؼرٍح فٟ ٔمطح أٚ أوصش ِٓ ِٕطمح اٌرىاًِ

)فمذ أشثردْ أفع١ٍح اٌطش٠مر١ٓ  )RM RSٚ

( )RM RM  . ٚلذ أشثردْ ِٓ خلاي الأِصٍح اٌّخراسج

ّْ غش٠مح  )ٌٍرىاِلاخ اٌّؼرٍح اٌّشرمح أ )RM RS  ٟ٘

الأفعً ٚوزٌه اٌرىاِلاخ اٌّؼرٍح اٌّّىٓ إٌغاء الاػرلاي 

ثح ٌٍرىاِلاخ اٌّؼرٍح اٌرٟ لا ٠ّىٓ إٌغاء , أِا تإٌغ ف١ٙا

ّْ غش٠مح  )الاػرلاي ف١ٙا فمذ أشثردْ أ )RM RM  ٟ٘

ٰٝ اٌم١ُ  الأفعً ِٓ ؼ١س اٌذلح ٚعشػح الالرشاب إٌ

 اٌّعثٛغح  .

اٌرٟ اعرخذَ ف١ٙا ذؼع١ً سِٚثشن ِغ إٌمطح  

  xٚاٌذاخٍٟ yاٌٛعطٝ ػٍٝ اٌثؼذ٠ٓ اٌخاسظٟ 

ٚلذ اشثد ِٓ خلاي اٌّماسٔح ت١ٓ اٌطشائك اٌّشوثح 

أػلاٖ ٚػٍٝ أِصٍح ِرؼذدج تاْ اٌطش٠مح اٌّشوثح ِٓ 

واٚط )واٚط( ٟ٘ الأفعً ِٓ تم١ح اٌطشائك 

تإٌغثح ٌٍرىاِلاخ اٌرٟ ِىاِلاذٙا ِغرّشج ػٍٝ 

 اٌثؼذ٠ٓ ٚاشثد تٕفظ اٌٛلد إْ اٌطش٠مح اٌّشوثح

سِٚثشن )واٚط( ٟ٘ الأفعً فٟ ؼغاب 

اٌرىاِلاخ اٌرٟ ِىاِلاذٙا ِؼرٍح اٌّشرمح أٚ ِؼرٍح 

 xٚاٌرٟ ٠ّىٓ إٌغاء اػرلاٌٙا ػٍٝ اٌثؼذ اٌذاخٍٟ
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ِٓ ؼ١س اٌذلح ٚعشػح الالرشاب ٚػذد اٌفرشاخ 

 اٌعضئ١ح .

حساب التكاملات الثنائية ذات المكاملات  -2

قة و المعتلة باستخدام قاعدة النقطة المعتلة المشت
 الوسطى 

Evalute double Integrals its  
Integrands have singularity 
derivatives and singularity by using 
midpoint rule  

 ِؼشف وا٢ذٟ : Iٔفشض إْ اٌرىاًِ 

( , ) ...(1)

d b

c a

I f x y dxdy  

 تاٌصٛسج ا٢ذ١ح : Iاٌرىاًِ تشىً ػاَ ٠ّىٓ وراتح 

 , ( ) ( ) ...(2)

d b

i i i i

c a

I f x y dxdy M h E h   

 

ؼ١س اْ  ,f x y  مكامل مستمر في كل نقطة من

 نقاط منطقة التكامل    , ,a b c d  ْؼ١س ا

( )i iM h  ًاَ لاػذجّح اٌرمش٠ث١ح ٌٍرىاًِ تاعرخذم١اٌذّص  

ٚ   )اٌذاخٍٟ ػٍٝ ولا اٌثؼذ٠ٓ إٌمطح اٌٛعطٝ 

ٚاْ  (  اٌخاسظٟ  i iE h ٚد ٟ٘ عٍغٍح ؼذ

اٌّّىٓ إظافرٙا إٌٝ (correction terms)اٌرصؽ١ػ 

ل١ُ i iM h .      

     

]عٛف ٔمغُ فرشج اٌرىاًِ ػٍٝ اٌثؼذ اٌذاخٍٟ , ]a b 

)ٌؼذد ِٓ اٌفرشاخ اٌعضئ١ح )n  ٍٝٚٔمغُ فرشج اٌرىاًِ ػ

]اٌثؼذ اٌخاسظٟ , ]c d  ٌؼذد ِٓ اٌفرشاخ اٌعضئ١ح( )m 

1, ؼ١س 

b a
h

n


,2

d c
h

m


ؼاٌح   ,) ٚعٕأخز

2nا ػٕذِا ف١ٙخاصح  m ) ٞ2ػٕذِا ا 12h h 

اْ اٌص١غح اٌؼاِح ٌٍماػذج

 

( )i iM h

 

ٟ٘ 

1 2 0 1 0 2

1 1

2 1 2 1
( ) ,

2 2

m n
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M h h h f x h y h

 
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...

6 360
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f n f nh h
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   
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 
 
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 

4 4
4 4

2 2 2
1 2 2

4 4

,,7
... ... 3

360

h f nh f nd c b a

x y



   
         

  
 
 

ؼ١س  

     1,2,..., , , , , ,n n c d a b 
  

   
 

. 

ٌزا إرا واْ اٌّىاًِ داٌح ِغرّشج ِٚشرماذٙا اٌعضئ١ح 

ِٛظٛدج فٟ وً ٔمطح ِٓ ٔماغ ِٕطمح اٌرىاًِ

   , ,a b c d  ٟفأٗ ٠ّىٓ وراتح ص١غح اٌخطأ وا٢ذ

 : 

    2 4 6 2

1 1 1 1 1 1 1 2...i i i iE h I M h A h B h C h A h       

4 6

1 2 1 2 ... ...(4)B h C h  

)ؼ١س  1,2,...)i    , , , . . .i i iA B C  شٛاتد

ذؼرّذ ػٍٝ اٌّشرماخ اٌعضئ١ح ٌٍذاٌح فمػ ٚلا ذؼرّذ ػٍٝ 

      ٚ  . 

 =   ٚتّا إٔا عٕأخز  
 

 
ٌزا ٠ّىٓ وراتح ص١غح     

 اٌخطأ تالاذٟ :

         

     2 4 6

1 1 2 1 3 1 ... ... 5i i i iE h I M h D h D h D h     

 شٛاتد .       ,    , …,ؼ١س اْ  

التكاملاخ الثنائيح لمكاملاخ معتلح المشتقح -اولا :

 

ٌٕفشض الاْ اْ  داٌح اٌرىاًِ  ,f x y  ًِؼشفح فٟ و

ٔمطح ِٓ ٔماغ ِٕطمح اٌرىاًِ    , ,a b c d   ١ٌٚظ ٌٙا

اػرلاي ٌٚىٓ ِشرماذٙا اٌعضئ١ح غ١ش ِؼشفح  فٟ ٔمطح 

ىاًِ ٚعٕٕالش و١ف١ح ؼغاب ِٓ ِٕطمح اٌر ٚاؼذج أٚ أوصش

  تاٌؽالاخ الاذ١حاػلاٖ  اٌرىاًِ  ل١ّح 

 -: الحالة الأولى
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 )1:  )مثرهنح

ٌرىٓ اٌذاٌح       ,f x y   ِٓ ِغرّشج  فٟ وً ٔمطح

 ٔماغ  ِٕطمح اٌرىاًِ    , ,a b c d ٚ ٌٍٝىٓ ػ

ػٕذ ٌٙا غ١ش ِؼشفح  الالً اؼذٜ اٌّشرماخ اٌعضئ١ح

 إٌمطح  ,a c  ٟفاْ اٌم١ّح اٌرمش٠ث١ح ٌٍرىاًِ اٌصٕائI 

                    ٠ّىٓ ؼغاتٙا ِٓ اٌماػذج الاذ١ح : 

 , ( ) ( )

d b

i i i i

c a

I f x y dxdy M h E h   

1 2 0 1 0 2

1 1

2 1 2 1
( ) ,

2 2

m n

i i

j i

i j
M h h h f x h y h

 

  
   

 
 

3 3 4 3 2

2 2 3 21 2 1 2 1 2 1 2( )
24 24 48 48

i i x y x x y

h h h h h h h h
E h D D D D D


    

4

3 * 2 * 2 * 41 2

1 1 1 1 2 2 3 1... ( , )
48

y

h h
D f x y A h A h A h


    


* 4

4 2 ...A h   

ؼ١س 
*

iA  شٛاتد ذؼرّذ ػٍٝ اٌّشرماخ اٌعضئ١ح ٌٍذاٌح

 ,f x y 1,2ٌىً   فمػ,...i  . 

 -ٌثش٘اْ :ا

إْ داٌح اٌرىاًِ  تّا ,f x y  ِٓ ِؼشفح فٟ وً ٔمطح

ٔماغ ِٕطمح اٌرىاًِ    , ,a b c d  ١ٌٚظ ٌٙا

اػرلاي ٌٚىٓ اٌّشرماخ اٌعضئ١ح ٌٍذاٌح غ١ش ِؼشفح ػٕذ 

إٌمطح  ,a c  ٚ٘زا ٠ؼٕٟ إْ ِرغٍغٍح ذا٠ٍش ٌٍذٚاي راخ

 Taylor's series for a function of twoاٌّرغ١ش٠ٓ

variable   ِٞٛظٛدج فٟ وً ٔمطح  ] 2[ٚ] 5[, عغرش

غ ِٕطمح اٌرىاًِ ػذا إٌمطح ِٓ ٔما ,a c  ٔغرط١غ .

 تاٌشىً ا٢ذٟ : Iأْ ٔىرة اٌرىاًِ اٌصٕائٟ 

       
0 0

, ,
m ny xd b

i i i i

c a y x

I f x y dxdy f x y dxdy M h E h      

     
1 1 1 1

0 0 0 0 0

1

1

, , ,
m n r

r

y x y x y xn

ry x y x y x

I f x y dxdy f x y dxdy f x y dxdy




        

   
1 1

0 1 1

1

1

, , ...(6)
s m n

s

y x y xm

s y x y x

f x y dxdy f x y dxdy




     

١ح . تإٌغثح ٌٍرىاًِ الأٚي فٟ إٌّطمح اٌعضئ [7]ػىاس 

   0 1 0 1, ,x x y y  ٌٝٔغرؼًّ ِرغٍغٍح ذا٠ٍش إ

 ,f x y  ؼٛي إٌمطح 1 1,x y ْأٞ أ 

      
 

2

1 2

1 1, 1
2

y x y

y y
f x y y y D x x D D


     

2

21

1 1

( )
( )( )

2
x x y

x x
D x x y y D D


   

 
3 3 2

1 3 3 21 1 1( ) ( ) ( )

3! 3! 2!
y x x y

y y x x x x y y
D D D D

   
   

2 4 4

2 4 41 1 1 1( )( ) ( ) ( )
...

2! 4! 4!
y x x y

x x y y x x y y
D D D D

   
   

  1 1( , ) ... 7f x y

 

ػٍٝ فشض إْ ظ١ّغ اٌّشرماخ اٌعضئ١ح ٌـ   ,f x y 

ِٛظٛدج ػٕذ إٌمطح  1 1,x y  ٟٚتأخز اٌرىاًِ اٌصٕائ

إٌّطمح فٟ     ٌٍص١غح  فٟ أػلاٖ 

   0 1 0 1, ,x x y y : ٍٝٔؽصً ػ 

1 1

0 0

2 2 3

21 2 1 2 1 2

1 2( , )
2 2 6

y x

x y x

y x

h h h h h h
f x y dxdy h h D D D


    


 

                  
2 2 3 4

2 31 2 1 2 1 2

4 6 24
x y y x

h h h h h h
D D D D  

3 2 2 3 4

2 2 31 2 1 2 1 2

12 12 24
x y x y y

h h h h h h
D D D D D   

  
5 5

4 41 2 1 2

1 1... ( , ) ... 8
120 120

x y

h h h h
D D f x y  

 
( ٔؽصً ػٍٝ 7ِٚٓ )

 

2

21

0 1 0 2 1 2

1 1 1 1
( , ) 1

2 2 2 2 8
x y x

h
f x h y h h D h D D


      


2 3 2

2 3 22 1 1 2

1 2

1

4 8 48 16
x y y x x y

h h h h
h h D D D D D D   

 
2 3 4 4

2 3 4 41 2 2 1 2

1 1... ( , ) ... 9
16 48 384 384

x y y x y

h h h h h
D D D D D f x y


    



تعشب اٌّؼادٌح   9  1تـ 2h h ٍٝٔؽصً ػ

 

2 2

1 2 0 1 0 2 1 2 1 2 1 2

1 1 1 1
( , )

2 2 2 2
x yh h f x h y h h h h h D h h D


       


3 4 3 2

2 2 2 3 21 2 1 2 1 2

1 2

1

4 8 48 16
x y y x x y

h h h h h h
h h D D D D D D   
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 
2 3 4 5 5

2 3 4 41 2 1 2 1 2 1 2

1 1... ( , ) ... 10
16 48 384 384

x y y x y

h h h h h h h h
D D D D D f x y


     



 ( ٔؽصً ػٍٝ 11)( , 8)ص١غر١ٓ ِٚٓ اٌ

1 1

0 0

1 2 0 1 0 2

1 1
( , ) ( , )

2 2

y x

y x

f x y dxdy h h f x h y h    

3 3 4 3 2 2 3

2 2 3 2 21 2 1 2 1 2 1 2 1 2

24 24 48 48 48
x y x x y x y

h h h h h h h h h h
D D D D D D D


   



  
4 5 5

3 4 41 2 1 2 1 2

1 1

11 11
... ( , ) ... 11

48 1920 1920
y x y

h h h h h h
D D D f x y   

أِا تإٌغثح ٌٍرىاًِ اٌصأٟ ٚاٌصاٌس ٚاٌشاتغ فٕلاؼظ إْ  

وً ٔمطح ِٓ ٔماغ ِٕطمح  داٌح اٌرىاًِ ِغرّشج فٟ

 ذىاِلاذٙا ٌزا فاْ

   
1 1

0

1 1

1 2 1 0 2

1 1

, 0.5 , 0.5
r

r

y xn n

r

r ry x

f x y dxdy h h f x h y h
 

 

    
2 2 4 4

1 1 2 2 1 2( ) ( ) ... ...(12)A h h A h h    

   
1 1

0

1 1

1 2 0 1 2

1 1

, 0.5 , 0.5
s

s

y xm m

s

s sy x

f x y dxdy h h f x h y h
 

 

     
2 2 4 4

1 1 2 2 1 2( ) ( ) ... ...(13)B h h B h h    

 
1 1

1 2 1 1 1 2

1 1

2 1 2 1
, ,

2 2

n ny x n m

j iy x

i j
f x y dxdy h h f x h y h

 

  
    

 
 

2 2 4 4

1 1 2 2 1 2( ) ( ) ... ...(14)C h h C h h    

,ؼ١س   , ...i i iA B C  شٛاتد ذؼرّذ ػٍٝ اٌّشرماخ

عضئ١ح ٌٍذاٌح اٌ ,f x y  1ٚلا ذؼرّذ ػٍٝ فمػh ,

2h ,1, 2, ...i ( 13( ٚ)12(,)11)غٚتعّغ اٌص١, 

 -ٔؽصً ػٍٝ : (14)

 
0 0

1 2 0 1 0 2

1 1

2 1 2 1
, ,

2 2

m ny x m n

j iy x

i j
I f x y dxdy h h f x h y h

 

  
     

 
 

 


3 3 4 3 2

2 2 3 21 2 1 2 1 2 1 2

24 24 48 48
x y x x y

h h h h h h h h
D D D D D   


2 3 4

2 3 * 2 * 21 2 1 2

1 1 1 1 2 2... ( , )
48 48

x y y

h h h h
D D D f x y A h A h    

* 4 * 4

3 1 4 2 ... ... (15)A h A h   

ؼ١س 
*

iA  شٛاتد ذؼرّذ ػٍٝ اٌّشرماخ اٌعضئ١ح ٌٍذاٌح

 ,f x y  ً1,2فمػ  ٌى,...i  ْٚا ,

xD
x





 ,
yD

y





 ,
 

2
2

2xD
x





,

2
2

2yD
y





..., 

 =     ػٕذِا ؼاٌح خاصحٚفٟ 
 

 
 ٔؽصً ػٍٝ     

   
0 0

4 2 2

1 1 2, ( )
m ny x

i i x y

y x

I f x y dxdy M h h a D a D    
5 3 3 2 2

1 3 4 5 6( )x y x y x yh a D a D a D D a D D   

i,ؼ١س   ia g 1,2ٌىً  شٛاتد,...i . 

  -:اٌؽاٌح اٌصا١ٔح 

 )2:  )مثرهنح

ح ٌرىٓ اٌذاٌ      ,f x y   ِٓ ِغرّشج  فٟ وً ٔمطح

 ٔماغ  ِٕطمح اٌرىاًِ    , ,a b c d ٚ ٌٍٝىٓ ػ

ػٕذ الالً اؼذٜ اٌّشرماخ اٌعضئ١ح ٌٙا غ١ش ِؼشفح 

 إٌمطح  ,b d  ٟفاْ اٌم١ّح اٌرمش٠ث١ح ٌٍرىاًِ اٌصٕائI 

              ١ح : ٠ّىٓ ؼغاتٙا ِٓ اٌماػذج الاذ

 , ( ) ( )

d b

i i i i

c a

I f x y dxdy M h E h     

  

1 2 0 1 0 2

1 1

2 1 2 1
( ) ,

2 2

m n

i i

j i

i j
M h h h f x h y h

 

  
   

 


 


4 5 3 2 4

2 3 2 21 1 1 2 2( )
24 48 48 24

i i x x x y y

h h h h h
E h D D D D D   

5 2 3 6 6

3 2 4 42 1 2 1 211 11

48 48 1920 1920
y x y x y

h h h h h
D D D D D    

 * 2 * 2 * 4 * 4

1 1 1 1 2 2 3 1 4 2.. ( , ) ...n mf x y B h B h B h B h 
    

ؼ١س  
*

iB  شٛاتد ذؼرّذ ػٍٝ اٌّشرماخ اٌعضئ١ح ٌٍذاٌح

 ,f x y 1,2ٌىً   فمػ,...i  . 

 -اٌثش٘اْ :

 : ادٔاٖ ٠ّىٓ وراترٗ ّؼشف  تاٌص١غحاٌ Iاٌرىاًِ اٌصٕائٟ 

6 4 4 7 5 5

1 7 8 1 9 10 1 1( ) ( ) ... ( , )x y x yh a D a D h a D a D f x y    

2 4

1 1 2 1 ... ...(16)g h g h  
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       
0 0

, ,
m ny xd b

i i i i

c a y x

I f x y dxdy f x y dxdy M h E h      

إْ  تّا  ,f x y  ِؼشفح فٟ وً ٔمطح ِٓ ٔماغ

ِٕطمح اٌرىاًِ    0 0, ,n mx x y y  ١ٌٚظ ٌٙا

ٌٍذاٌح غ١ش ِؼشفح ػٕذ  اػرلاي ٌٚىٓ اٌّشرماخ اٌعضئ١ح

إٌمطح  ,n mx y  ٚ٘زا ٠ؼٕٟ إْ ِرغٍغٍح ذا٠ٍش

ٌٍذٚاي راخ اٌّرغ١ش٠ٓ ِٛظٛدج فٟ وً ٔمطح ِٓ ٔماغ 

ِٕطمح اٌرىاًِ ػذا إٌمطح  ,n mx y . 

 -ٔغرط١غ أْ ٔىرة :

     
1 1 1

0 0 0 0 1

2

0

, , ,
m n m n r n

r n

y x y x y xm

ry x y x y x

I f x y dxdy f x y dxdy f x y dxdy
  







        

     
1

1 1 1

2

0

, , ... ... 17
sm m n

m s m n

xy y xn

sy x y x

f x y dxdy f x y dxdy


  





    

تإٌغثح ٌٍرىاًِ اٌشاتغ فٟ إٌّطمح اٌعضئ١ح  

   1 1, ,n n m mx x y y   ٔغرؼًّ ِرغٍغٍح ذا٠ٍش

 ,f x y  ؼٛي إٌمطح 1 1,n mx y   ْأٞ إ 

2

21

1 1

( )
( , ) 1 ( ) ( )

2!

n

n x m y x

x x
f x y x x D y y D D

 

 
     


2

21

1 1

( )
( )( )

2!

m

n m x y y

y y
x x y y D D D

 


    

3 2

3 21 1 1( ) ( ) ( )

3! 2!

n n m

x x y

x x x x y y
D D D    

 

2 3

2 31 1 1( )( ) ( )

2! 3!

n m m

x y y

x x y y y y
D D D    



4 4

4 41 1

1 1

( ) ( )
... ( , ) ...(18)

4! 4!

n m

x y n m

x x y y
D D f x y 

 

 
   



ػٍٝ فشض إْ ظ١ّغ اٌّشرماخ اٌعضئ١ح ٌـ   ,f x y 

ِٛظٛدج ػٕذ  1 1,n mx y   ٟٚتأخز اٌرىاًِ اٌصٕائ

( فٟ إٌّطمح 18ٌٍص١غح )

   1 1, ,m m n ny y x x   ٍٝٔؽصً ػ:-   

1 1

2 2

1 2 1 2

1 2( , )
2 2

m n

m n

y x

x y

y x

h h h h
f x y dxdy h h D D

 


   


 
3 2 2 3 4

2 2 31 2 1 2 1 2 1 2

6 4 6 24
x x y y x

h h h h h h h h
D D D D D  

 

3 2 2 3 4

2 2 31 2 1 2 1 2

12 12 24
x y x y y

h h h h h h
D D D D D   

  
5 5

4 41 2 1 2

1 1... ( , ) ... 19
120 120

x y n m

h h h h
D D f x y  

( ٔؽصً ػ18ٍٝ)اٌص١غح  ِٚٓ 
2

21

1 2 1 2

1 1 1 1
( , ) 1

2 2 2 2 8
n m x y x

h
f x h y h h D h D D


     


2 3

2 32 1

1 2

1

4 8 48
x y y x

h h
h h D D D D  

2 2 3

2 2 31 2 1 2 2

16 16 48
x y x y y

h h h h h
D D D D D  

 
4 4

4 41 2

1 1... ( , ) ... 20
384 384

x y n m

h h
D D f x y 


  



تعشب ِؼادٌح   20  1تـ 2h h ٍٝٔؽصً ػ

2

1 2 1 2 1 2 1 2

1 1 1
( , )

2 2 2
n m xh h f x h y h h h h h D


      


3 3

2 2 2 2 21 2 1 2

1 2 1 2

1 1

2 8 4 8
y x x y y

h h h h
h h D D h h D D D    

3 3 2 3 4 4

3 2 2 31 1 2 1 2 1 2

48 16 16 48
x x y x y y

h h h h h h h
D D D D D D   

 
5 5

4 41 2 1 2

1 1... ( , ) ... 21
384 384

x y n m

h h h h
D D f x y 


   


 

( ٔؽصً ػ21ٍٝ)( , 19)  ِٚٓ اٌص١غر١ٓ

1 1

3

21 2

1 2 1 2

1 1
( , ) ( , )

2 2 24

m n

m n

y x

n m x

y x

h h
f x y dxdy h h f x h y h D

 

    
3 4 3 2

2 3 21 2 1 2 1 2

24 48 48
y x x y

h h h h h h
D D D D  

2 3 4 5

2 3 41 2 1 2 1 233

48 48 15360
x y y x

h h h h h h
D D D D  

  
5

41 2

1 1

33
... ( , ) ... 22

15360
y n m

h h
D f x y   

أِا تإٌغثح ٌٍرىاِلاخ اٌصلاشح الأٌٚٝ اٌرٟ ٟ٘ راخ 

ِشرماخ ظضئ١ح ِغرّشج تإٌغثح ٌٍذاٌح  ,f x y  ٟف

 ظ١ّغ ٔماغ ِٕطمح اٌرىاًِ ٔلاؼظ إْ :

 
1 1

0 0

1 1

1 2 0 1 0 2

1 1

2 1 2 1
, ,

2 2

m ny x m n

j iy x

i j
f x y dxdy h h f x h y h

   

 

  
    

 
 

2 2 4 4

1 1 2 2 1 2( ) ( ) ... ...(23)A h h A h h   

   
1

1

2 2

1 2 1 1 2

0 0

, 0.5 , 0.5
r n

r n

y xm m

n r

r ry x

f x y dxdy h h f x h y h




 



 

     
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2 2 4 4

1 1 2 2 1 2( ) ( ) ... ...(24)B h h B h h   

   
1

1

2 2

1 2 1 1 2

0 0

, 0.5 , 0.5
sm

m s

xy n n

s n

s sy x

f x y dxdy h h f x h y h




 



 

     
2 2 4 4

1 1 2 2 1 2( ) ( ) ... ...(25)C h h C h h   

,ؼ١س   , ...i i iA B C  شٛاتد ذؼرّذ ػٍٝ اٌّشرماخ

اٌعضئ١ح ٌٍذاٌح  ,f x y  , 1,2فمػ,...i   ٚتعّغ

 -ٔؽصً ػٍٝ : (25) ,(24(,)23( ,)22اٌص١غ )

 
0 0

1 2 0 1 0 2

1 1

2 1 2 1
, ,

2 2

m ny x m n

j iy x

i j
I f x y dxdy h h f x h y h

 

  
     

 
 

* 2 * 2 * 4 * 4

1 1 2 2 3 1 4 2 ...B h B h B h B h    

3 3 4 3 2

2 2 3 21 2 1 2 1 2 1 2

24 24 48 48
x y x x y

h h h h h h h h
D D D D D


   


4 5 5

3 4 41 2 1 2 1 211 11

48 1920 1920
y x y

h h h h h h
D D D  

  1 1... ( , ) ... 26n mf x y 

ؼ١س  
*

iB . شٛاتد 

ٌزا فاْ ص١غح اٌخطأ تاعرؼّاي لاػذج إٌمطح اٌٛعطٝ 

2nذِا ػٍٝ ولا اٌثؼذ٠ٓ ػٕ m 
1 2

1

2
h h
 

 
 
 

فٟ ؼاٌح الاػرلاي فٟ 0 0,x y  ٚأ ,n nx y  ذىرة

 -تاٌشىً ا٢ذٟ :

      2

1 1 1 2 2 1 1 1...i iI M h q f h q f h R h    

 4

2 1 ... ... 27R h   

,إر إْ   ,...i iq R ٚia ٚ 1,2شٛاتد,...i   ْٚا

if ٍٝدٚاي ذؼرّذ ػ     ,  . 

 -:الامثلح 

 -1:ِصاي 

1 1

0 0
2

x y
I dxdy


    ٗٚل١ّر

ِمشتح اٌٝ استؼح  0.68954304003384اٌرؽ١ٍ١ٍح 

ػشش ِشذثح ػشش٠ح  اٌرىاًِ راخ ِىاًِ ِؼرً اٌّشرماخ 

)اٌعضئ١ح ػٕذ  , ) (0,0)x y   ٞٚٔٛع الاػرلاي ظزس

ٌزا فاْ ص١غح ؼذٚد (1) ٚاٌّٛظػ تاٌرّص١ً إٌٙذعٟ 

ٟ٘  (16)اٌرصؽ١ػ ٌٍرىاًِ تاعرخذاَ اٌص١غح 

  2 5/2 4 6

1 1 1 1 2 1 3 1 ...i iE h R h a h R h R h   

شٛاتد,    ,    ؼ١س  
 1,2,...i   ٍٝؼصٍٕا ػ,

   )ػٕذ ذطث١ك اٌماػذج ) (1)ٟ اٌعذٚي إٌرائط اٌّذٚٔح ف

.ؼصٍٕا ػٍٝ خّظ ِشاذة ػشش٠ح صؽ١ؽح ػٕذِا    

64m= , n=128  ًت١ّٕا اْ اٌم١ّح تطش٠مح ذؼع١

سِٚثشن ِغ اٌماػذج اٌّشاس ا١ٌٙا ذىْٛ صؽ١ؽح اٌٝ 

 فرشج ظضئ١ح .    شلاز ػشش ِشذثح ػشش٠ح  ٚتـ 

 -:2ِصاي 

1 1

1

0.5 0.5

( )
sin ( )

2

x y
I dxdy 
   

ِمشتح لاستغ  1.21619118883984ٚل١ّرٗ اٌرؽ١ٍ١ٍح 

ػششج ِشذثح ػشش٠ح ,اٌرىاًِ ٕ٘ا راخ ِىاًِ ِغرّش فٟ 

ِٕطمح اٌرىاًِ ٌىٓ ِؼرً اٌّشرماخ اٌعضئ١ح فٟ إٌمطح

( , ) (1,1)x y   ًٌزٌه   (2)ٚاٌّث١ٓ داٌرٗ فٟ اٌشى

ٟ٘  (27)ص١غح فاْ ص١غح ؼذٚد اٌرصؽ١ػ ؼغة اٌ

  2 2.5 3.5 4 4.5 6

1 1 1 1 2 1 2 1 3 1 3 1 ...i iE h R h a h a h R h a h R h     

i...,1,2شٛاتد,    ,    , ؼ١س    ِٓ ٔلاؼظ ,

ؼصٍٕا ػٍٝ        )ػٕذ ذطث١ك اٌماػذج ) (2)اٌعذٚي 

 , =256m عثغ ِشاذة ػشش٠ح صؽ١ؽح ػٕذِا 

n=512  ٚػٕذ اعرخذاَ ذؼع١ً سِٚثشن ِغ اٌماػذج

    لاز ػشش ِشذثح ػشش٠ح صؽ١ؽح تـ ؼصٍٕا ػٍٝ ش

 فرشج ظضئ١ح

 -: 3ِصاي 
1 1

0.5 0.5 1

x y
I dxdy

xy





   ًاٌّث١ٓ داٌرٗ فٟ اٌشى

ِمشتح  1.6356744913916ٚل١ّرٗ اٌرؽ١ٍ١ٍح    (3)

ٕ٘ا اٌرىاًِ ِؼرً اٌّىاًِ   ٌصلاشح ػشش ِشذثح ػشش٠ح

)ػٕذ  , ) (1,1)x y  ٔٚفاْ  ٛع الاػرلاي ظزسٞ ٌزا

ذىْٛ  (27) ؼذٚد اٌرصؽ١ػ تاعرؼّاي اٌص١غح 

  3/2 2 5/2 7/2 4 9/2

1 1 1 1 2 1 3 1 2 1 4 1 ...i iE h a h R h a h a h R h a h      

i...,1,2شٛاتد,    ,    ؼ١س   ٠ث١ٓ  (3),اٌعذٚي

      )ػ١ٍٙا تاعرؼّاي اٌطش٠مح ) إٌرائط اٌّؽصً

ح ؼصٍٕا ػٍٝ ل١ّح صؽ١ؽ256m= , n=512 ػٕذِا

لاستغ ِشاذة ػشش٠ح فٟ ؼ١ٓ ؼصٍٕا تاعرخذاَ غش٠مح 

ػٍٝ ل١ّح ِطاتمح       )ذؼع١ً سِٚثشن ِغ اٌماػذج )

 فرشج ظضئ١ح    لاشٕا ػشش ِشذثح ػشش٠ح تـ 

 -: 4ِصاي 

1 1

0 0

xy
I dxdy

x y



   ٗٚل١ّر

ِمشتح لأستغ ػششج  1.22315673814358اٌرؽ١ٍ١ٍح 

ٕ٘ا ِغرّش فٟ ِٕطمح اٌرىاًِ ػذا اٌّىاًِ  ِشذثح ػشش٠ح

)إٌمطح  , ) (0,0)x y  فٙٛ ِؼرً ٚٔٛع الاػرلاي 

 (16),ٚفما ٌص١غح (4)ٚوّا ِث١ٓ فٟ اٌشىً ظزسٞ 

ؼصٍٕا ػٍٝ ؼذٚد اٌرصؽ١ػ )ص١غح اٌخطأ( 

  2 3.5 4 6

1 1 1 1 2 1 3 1 ...i iE h R h a h R h R h    

1,    ,     ؼ١س  , 2 , . . .i ٌٕرائط شٛاتد اْ ا

  تاعرؼّاي اٌطش٠مح اٌّزوٛسج ػٕذِا  اٌّؽصً ػ١ٍٙا

64m= , n=128   اْ  (4),وّا ِٛظػ فٟ اٌعذٚي

اٌم١ّح صؽ١ؽح اٌٝ استغ ِشاذة ػشش٠ح  ت١ّٕا تاعرخذاَ  

ٔؽصً       )غش٠مح ذؼع١ً سِٚثشن ِغ اٌماػذج )
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     صؽ١ؽح ٌصلاز ػشش ِشذثح ػشش٠ح تـ  ػٍٝ ل١ّح

 .فرشج ظضئ١ح 

 -: 5ِصاي 

1 1

4 4

0 0

I x y dxdy     ٛ٘ٚ

 (5)البياني شكلوضح في الوالم غ١ش ِؼشٚف اٌرؽ١ٍ١ٍح

ٚ٘ٛ راخ ِىاًِ ِؼرً اٌّشرماخ اٌعضئ١ح ػٕذ 

( , ) (0,0)x y   ْٚٔٛع الاػرلاي ظزسٞ ٌزا فا

ؼذٚد اٌرصؽ١ػ ٌٙزا اٌرىاًِ تاعرخذاَ اٌص١غح  ص١غح

(16)    2 4 6

1 1 2 1 3 1...i iE h R h R h R h   

i...,1,2,   ؼ١س     شٛاتد , ؼصٍٕا ػٍٝ إٌرائط

 تاٌشغُ ِٓ اْ اٌرىاًِ اٌّزوٛس   (5)اٌّذٚٔح فٟ اٌعذٚي

غ١ش ِؼشٚف  اٌم١ّح اٌرؽ١ٍ١ٍح ألا إٔا ٔشٜ ِٓ خلاي 

اٌم١ّح ٔفغٙا شاترح   64m= , n=128  اٌعذٚي ػٕذِا 

ٌزا  (k=6,8,10,12)شج  أفم١ا فٟ الاػّذج الاستؼح الاخ١

 ٠ّىٓ اْ ٔمٛي تاْ ل١ّح ٘زا اٌرىاًِ تاعرؼّاي غش٠مح

ٟ٘  (  )  ذؼع١ً سِٚثشن ِغ اٌماػذج 

ِمشتح اٌٝ استؼح ػشش ِشذثح  0.54471470661241

ػشش٠ح ت١ّٕا تذْٚ اعرؼّاي ذؼع١ً فأٙا صؽ١ؽح اٌٝ 

 شلاز ِشاذة ػشش٠ح .

 المناقشح -4

ا اٌثؽس أٗ ػٕذ ؼغاب اٌم١ُ ٠رعػ ِٓ خلاي ظذاٚي ٘ز

اٌرمش٠ث١ح ٌٍرىاِلاخ اٌصٕائ١ح راخ اٌّىاِلاخ اٌّغرّشج 

اٌّؼرٍح اٌّشرمح ٚ اٌّؼرٍح فٟ ِٕطمح اٌرىاًِ تماػذج 

إٌمطح اٌٛعطٝ ػٍٝ ولا اٌثؼذ٠ٓ ٚػٕذِا ذىْٛ ػذد 

اٌفرشاخ اٌعضئ١ح اٌرٟ ذعضأ ا١ٌٙا اٌفرشج ػٍٝ اٌثؼذ 

ح اٌرٟ ذعضأ ا١ٌٙا اٌذاخٍٟ ظؼف اٌؼذد اٌفرشاخ اٌعضئ١

اٌفرشج ػٍٝ اٌثؼذ اٌخاسظٟ لذ اػطد ٘زٖ اٌماػذج ل١ّا 

صؽ١ؽح ٌؼذج ِشاذة ػشش٠ح ِماسٔح ِغ اٌم١ُ اٌؽم١م١ح 

ٌٍرىاِلاخ ٚ تاعرؼّاي ػذد ِٓ اٌفرشاخ اٌعضئ١ح ِٓ دْٚ 

اعرؼّاي ذؼع١ً سِٚثشن , الا أٗ ػٕذ اعرؼّاي غش٠مح 

ٔرائط ذؼع١ً سِٚثشن , ِغ اٌماػذج اٌّزوٛسج اػطد 

افعً ِٓ ؼ١س اٌذلح ٚعشػح الالرشاب تؼذد ل١ًٍ ٔغث١ا 

ِٓ اٌفرشاخ اٌعضئ١ح ِماسٔح ِغ اٌم١ُ اٌرؽ١ٍ١ٍح ٚ تزٌه 

٠ّىٓ الاػرّاد ػٍٝ ٘زٖ اٌطش٠مح فٟ ؼغاب اٌرىاِلاخ 

اٌصٕائ١ح راخ اٌّىاِلاخ اٌّغرّشج اٌّؼرٍح اٌّشرمح اٚ 

 اٌّؼرٍح .
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m n   (  ) K=2 K=2.5 K=4 K=6 K=8 K=10 

1 2 0.70147092536895       

2 4 0.69318117103179 0.69041791958607      

4 8 0.69057766124570 0.68970982465034 0.68955777030254     

8 16 0.68982445412550 0.68957338508543 0.68954408643067 0.68954317417255    

16 32 0.68961746443412 0.68954846787033 0.68954311721648 0.68954305260220 0.68954305067252   

32 64 0.68956237456236 0.68954401127178 0.68954305427413 0.68954305007797 0.68954305003791 0.68954305003542  

64 128 0.68954800877335 0.68954322017701 0.68954305029951 0.68954305003454 0.68954305003385 0.68954305003383 0.68954305003383 

٠ث١ٓ ؼغاب اٌرىاًِ اٌصٕائٟ (1)اٌعذٚي 
1 1

0 0
2

x y
I dxdy


     ح تطش٠م i iM h 

 

m n   (  ) K=2 K=2.5 K=3.5 K=4 K=4.5 K=5.5 K=6 K=6.5 

1 2 0.21330857545826         

2 4 0.21523268236633 0.21628501137744        

4 8 0.21584542326364 0.21618054238817 0.21614571939175       

8 16 0.21602407303876 0.21612177984518 0.21610219233084 0.21609284545019      

16 32 0.21607339534849 0.21610037061541 0.21609323420549 0.21609131056243 0.21609116174227     

32 64 0.21608656035757 0.21609376054012 0.21609155718168 0.21609119706223 0.21609118605744 0.21609118767845    

64 128 0.21608999982874 0.21609188093799 0.21609125440395 0.21609118938629 0.21609118864205 0.21609118881436 0.21609118886688   

128 256 0.21609088594603 0.21609137057967 0.21609120046023 0.21609118887651 0.21609118882708 0.21609118883941 0.21609118884057 0.21609118883998  

256 512 0.21609111211895 0.21609123581702 0.21609119089613 0.21609118884237 0.21609118883906 0.21609118883986 0.21609118883988 0.21609118883986 0.21609118883986 

٠ث١ٓ ؼغاب اٌرىاًِ اٌصٕائٟ  (2)اٌعذٚي 

1 1

1

0.5 0.5

( )
sin ( )

2

x y
I dxdy 
   تطش٠مح

  i iM h
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m n   (  ) K=1.5 K=2 K=2.5 K=3.5 K=4 K=4.5 K=5.5 K=6 

1 2 0.5822617186488         

2 4 0.6124056609964 0.6288919305007        

4 8 0.6262209845123 0.6337768358388 0.6354051376182       

8 16 0.6320034128308 0.6351659278910 0.6356289585751 0.6356770212683      

16 32 0.6342904077348 0.6355412067812 0.6356662997446 0.6356743182840 0.6356740562072     

32 64 0.6351628768473 0.6356400460496 0.6356729924724 0.6356744296503 0.6356744404482 0.6356744660642    

64 128 0.6354879090918 0.6356656751292 0.6356742181557 0.6356744813555 0.6356744863688 0.6356744894301 0.6356744905105   

128 256 0.6356070755350 0.6356722498269 0.6356744413928 0.6356744893301 0.6356744901033 0.6356744903523 0.6356744903950 0.6356744903923  

256 512 0.6356502892949 0.6356739236850 0.6356744816377 0.6356744902798 0.6356744903719 0.6356744903898 0.6356744903915 0.6356744903915 0.6356744903914 

٠ث١ٓ ؼغاب اٌرىاًِ اٌصٕائٟ  (3)اٌعذٚي 
1 1

0.5 0.5 1

x y
I dxdy

xy





   تطش٠مح i iM h 

 

 

 

 

 

  

m n   (  ) K=2 K=3.5 K=4 K=6 K=8 K=10 

1 2 0.23987388196119       

2 4 0.22785480114653 0.22384844087498      

4 8 0.22439951219902 0.22324774921651 0.22318950715368     

8 16 0.22347510488229 0.22316696911004 0.22315913680545 0.22315711211557    

16 32 0.22323711584600 0.22315778616724 0.22315689580440 0.22315674640433 0.22315674059939   

32 64 0.22317690887460 0.22315683988413 0.22315674813409 0.22315673828941 0.22315673816060 0.22315673815103  

64 128 0.22316178799927 0.22315674770749 0.22315673877020 0.22315673814594 0.22315673814367 0.22315673814360 0.22315673814359 

٠ث١ٓ ؼغاب اٌرىاًِ اٌصٕائٟ  (4)اٌعذٚي
1 1

0 0

xy
I dxdy

x y



  تطش٠مح i iM h 
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m n   (  ) K=2 K=4 K=6 K=8 K=10 K=12 

1 2 0.43662385710668       

2 4 0.51993544285165 0.54770597143331      

4 8 0.53863965342613 0.54487439028429 0.54468561820769     

8 16 0.54320338301347 0.54472462620924 0.54471464193757 0.54471510263170    

16 32 0.54433733961648 0.54471532515082 0.54471470508026 0.54471470608252 0.54471470452743   

32 64 0.54462039384029 0.54471474524823 0.54471470658806 0.54471470661199 0.54471470661407 0.54471470661611  

64 128 0.54469113023017 0.54471470902679 0.54471470661203 0.54471470661241 0.54471470661241 0.54471470661241 0.54471470661241 

٠ث١ٓ ؼغاب اٌرىاًِ اٌصٕائٟ  (5)اٌعذٚي 

1 1

4 4

0 0

I x y dxdy   تطش٠مح i iM h 
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٠ث١ٓ شىً اٌذاٌح  (1)اٌرّص١ً إٌٙذعٟ 
( )

2

x y
[0,1]فٟ إٌّطمح  [0,1] 

 

٠ث١ٓ شىً اٌذاٌح  (2)اٌرّص١ً إٌٙذعٟ  
1 ( )

sin ( )
2

x y 
[0.5,1]فٟ إٌّطمح   [0.5,1] 
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٠ث١ٓ شىً اٌذاٌح  (3)اٌرّص١ً إٌٙذعٟ 
1

x y

xy




[0.5,1]فٟ إٌّطمح   [0.5,1] 

 

٠ث١ٓ شىً اٌذاٌح  (4)اٌرّص١ً إٌٙذعٟ 
xy

x y
[0,1]فٟ إٌّطمح  [0,1] 
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٠ث١ٓ شىً اٌذاٌح  (5)اٌرّص١ً إٌٙذعٟ 
4 4x y [0,1]فٟ إٌّطمح [0,1] 
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